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讓我們一起搖擺吧 

Double  Pendulum 

摘要 

我們以下擺擺動圈數、上下擺擺動時順時針與逆時針中的關係去進一步探討混沌擺的一

些性質。實驗發現有幾項：1、下擺擺動圈數非常不規則。2、上下擺的擺動若同方向會比反

方向的擺動圈數多一些。3、位能愈高不一定可以使轉動圈數變多。 

壹、研究動機 

因為常在科普節目或文章上看到「蝴蝶效應」這個詞，它的涵義為『一個微不足道的初

始變化就會引發整個系統產生巨大的連鎖反應，從而導致最終的結果發生天翻地覆的變化』

(註 1)。最常聽到的白話舉例為，假如在巴西有一隻蝴蝶拍拍翅膀，震動的空氣可能會在北

美洲造成嚴重的風暴。 

經過延伸閱讀後，豹紋這類看似隨機如混

沌產生的圖案，是可以被解釋的。如『雪花、

海岸、波浪、雲、樹等，過去一直被認為是經

由隨機過程產生的自然現象，在今天都能利用

碎形結構加以分析及模擬。』(註 2)。它們都

屬非線性科學的研究範疇中，『在這看似無形

但是有形的世界中尋找出自然的規則，在沒有

規則的圖形和現象中找尋規則』(註 3)。 

 

而維基百科中提到雙擺是具有混沌方案最簡單的動力系統之一(註 5)，這件事讓我們很

訝異。因為自然與生活科技第五冊課本中，1-1 時間的測量提到單擺是最簡單的時間測量工

具，單擺的擺動週期只跟擺長有關，與擺鍾質量、擺角關係都不大，卻再接一個單擺在原單

擺下方成雙擺後，其擺動就成為混沌。我們想要自製雙擺來驗證其現象，並試圖找出其是否

有如碎形中的『看似無形但是有形』 

 

 

  

圖 1-1：碎形圖片(註 4) 



 

貳、研究目的 

一、實驗次數與下擺轉圈次數的關係 

實驗 1：固定下擺角度，改變上擺角度，分析實驗次數與下擺轉圈次數的關係 

實驗 2：固定上擺角度，改變下擺角度，分析實驗次數與下擺轉圈次數的關係 

二、位能與下擺轉圈次數的關係 

三、上下擺轉動方向(順逆時針)與下擺轉圈次數的關係 

 

參、研究設備與器材 

雙擺機具、三角板、量角器、手機 

肆、研究過程與方法 

一、 研究原理 

根據維基百科(註 5)的分析，假設二個擺的擺長 l 及質

量都相同 m，運動限制在二維空間內。 

複擺的質量假設是延著其長度均勻分布，則其複擺的質

心是在中點，複擺的臂對中點的轉動慣量為 

𝐼 =
1

12
𝓂ℓ2 

若笛卡爾坐標系的原點是在第一個擺（最上方擺）的固

定點，則其第一個擺的質心在： 
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第二個擺的質心在： 

𝒳2 = ℓ (sin 𝜃1 +
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2
sin 𝜃2) 

圖 4-1：雙擺(註 5) 
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雙擺系統的拉格朗日量為 

L=kinetic energy – potential energy 
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=
1

2
𝓂(𝓋1

2 + 𝓋2
2) +

1

2
𝐼(�̇�1

2 + �̇�2
2) − 𝓂ℊ(𝒴1 + 𝒴2) 

=
1

2
𝓂(�̇�1

2 + �̇�1
2 + �̇�2

2 + �̇�2
2) +

1

2
𝐼(�̇�1

2 + �̇�2
2) − 𝓂ℊ(𝒴1 + 𝒴2) 

第一項是質心的平移動能，第二項是擺延著質心旋轉的轉動動能，最後一項是雙擺在均

勻重心場下的勢能。其點標示表示變數的時間導數。將以上的座標代入，重組後可得 
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這裡只有一個守恆量（能量），沒有守恆的動量，二個廣義的動量可以表示為 

𝓅𝜃1 =
𝜕ℒ

𝜕�̇�1

=
1

6
𝓂ℓ2(8�̇�1 + 3�̇�2 cos(𝜃1 − 𝜃2)) 

𝓅𝜃2 =
𝜕ℒ

𝜕�̇�2

=
1

6
𝓂ℓ2(2�̇�2 + 3�̇�1 cos(𝜃1 − 𝜃2)) 

上式可以求得 

�̇�1 =
6

𝓂ℓ2

2𝓅𝜃1 − 3 cos(𝜃1 − 𝜃2)𝓅𝜃2

16 − 9 cos(𝜃1 − 𝜃2)2
 

�̇�2 =
6

𝓂ℓ2

8𝓅𝜃2 − 3 cos(𝜃1 − 𝜃2)𝓅𝜃1

16 − 9 cos(𝜃1 − 𝜃2)2
 

運動方程式為 
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雖然已經導出運動方程式，但根據維基百科的模擬實驗，雙擺的運動對初始條件非常敏

感。如圖 4-2，三個初始位置幾乎相同的雙擺，一段時間後軌跡就發散，，表示系統的混沌

特性。 

 

 

我們將試圖以另一種方法來檢驗其混沌性，如下敍述研究過程與方法 

 

圖 4-2：雙擺(註 5) 



二、 研究架構

 

◼ 蒐料資料：我們在圖書館的物理叢書以及網路上資料並加以整理。 

◼ 雙擺的混沌現象研究：從維基百科中所閱覽到的數據加以分析並思考要從雙擺這個實

驗的哪方面問題著手。 

◼ 實驗設計：繪畫出雙擺的製造草圖。 

◼ 製作低摩擦力的雙擺：拜託鐵工廠的技師於空閒的時候幫忙製作。 

◼ 進行實驗：分次固定上、下擺的角度，得以實驗出我們要的結果。 

◼ 數據分析：經過十次的實驗後，整理數據並用數線的方式呈現。 

◼ 綜合討論：分析實驗數據並討論其現象可能的原因。 

◼ 撰寫報告：把我們實驗結及討論寫成符合縣賽格式的報告。 
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三、實驗步驟 

(一)自製上擺長度 30.3 公分、124.6 公克。下擺長度 15.5 公分、64.8 公克。上擺長度約

下擺的二倍，如圖 4-5 

(二)自製 45、90、135 及 180 度的量角器，如圖 4-4。 

(三)利用量角器將上單擺設為 90 度，再用量角器將下單擺設為 0 度(類似如圖 4-5)。釋

放雙擺時，同時啟動錄影，待下單擺無法再旋轉一整圈時停止錄影。觀看影片，計

算下單擺的擺動圈數。 

(四)重覆步驟(三)10 次。 

(五)將下單擺分別設為 45、90、135、180、225、270 及 315 度，重覆步驟(三)~(四)的實

驗。 

(六)將上單擺為 270 度時，重覆步驟(三)~(五)的實驗。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

上擺 

下擺 

鉛垂線 鉛垂線 

上擺角度 下擺角度 

圖 4-3：裝置圖 圖 4-4：量角器 圖 4-5：實驗操作方法 



伍、研究結果 

一、 實驗數據 

上擺 90 度 
 

0 45 90 135 180 225 270 315 

第 1 次 19 37 26 32 28 32 32 36 

第 2 次 10 38 29 40 31 28 31 37 

第 3 次 17 27 31 48 20 34 29 28 

第 4 次 26 31 20 33 22 18 42 41 

第 5 次 12 43 16 34 31 47 33 36 

第 6 次 13 33 31 49 41 37 33 22 

第 7 次 10 28 42 27 15 24 37 25 

第 8 次 11 30 22 38 25 34 42 31 

第 9 次 24 38 30 24 43 28 41 28 

第 10 次 18 40 34 27 19 43 35 39 

平均 16 34.5 28.1 35.2 27.5 32.5 35.5 32.3 

上擺 90 度 
 

0 45 90 135 180 225 270 315 

第 1 次 16 27 16 25 21 28 33 25 

第 2 次 20 16 13 23 19 31 22 22 

第 3 次 14 15 27 34 21 36 29 31 

第 4 次 29 30 14 28 25 29 26 26 

第 5 次 21 11 17 21 26 36 21 24 

第 6 次 17 15 24 26 22 39 17 26 

第 7 次 11 32 19 24 30 36 27 35 

第 8 次 15 16 25 35 25 32 17 28 

第 9 次 46 18 21 25 23 23 17 27 

第 10 次 31 23 22 30 33 27 20 17 

平均 22 20.3 19.8 27.1 24.5 31.7 22.9 26.1 

下擺角度 

旋轉圈數 
次數 

下擺角度 

旋轉圈數 
次數 



二、 實驗相關圖 

(一)實驗次數與旋轉圈數的關係 
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圖 5-1 圖 5-2 
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圖 5-9 
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圖 5-16 



(二)位能與下擺轉圈次數的關係 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 5-17 

圖 5-18 
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(三)上下擺轉動方向(順逆時針)與下擺轉圈次數的關係 

 

數列 1 為上擺逆時針-下擺逆時針、數列 2 為上擺逆時針-下擺順時針 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

數列 1 為上擺順時針-下擺逆時針、數列 2 為上擺順時針-下擺順時針 
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陸、討論 

一、 研究實驗次數與下擺轉圈次數的關係中，總共做了 16 組，每組 10 次實驗，如圖 5-

1~5-16。每組的 10 次實驗的條件皆相同，下擺轉圈次數卻很少是重覆的，甚至下擺轉圈

次數變化很大。將每組實驗中最多圈數及最少圈數整理如下： 

上擺 90 度 

下擺角度 0 45 90 135 180 225 270 315 

最多圈數 26 43 42 49 43 47 42 41 

最少圈數 10 27 16 24 15 18 29 22 

 

上擺 270 度 

下擺角度 0 45 90 135 180 225 270 315 

最多圈數 46 32 27 35 33 39 33 35 

最少圈數 11 11 13 21 19 23 17 17 

 

依我們的實驗結果，雖然有雙擺的運動方程式，但卻無法測量出有規則性的擺動圈

數。理論模型有提到，雙擺對釋放的初始條件很敏感，有可能我們實驗時，每次的釋放時，

都因一些因素造成初始條件有些些的不同。 

 

二、在探討雙擺的位能與下擺轉圈次數的關係時，原本我們預估位能愈高，10 次的下擺轉

圈次數的平均值應該會愈大，但卻看不出有這種關係，如圖 5-17~圖 5-18。我們推論可

能的原因為，釋放雙擺後，其具有的位能會轉成上、下擺轉動的動能，又因為雙擺的擺

動是混沌，所以，無法確定位能完全消耗時，上擺的擺動次數是否固定？？如果上擺的

擺動次數多，那就有更多的位能消耗在上擺的軸承上，以致於下擺所擁有的動能較少，

所以，即使總位能較多，也無法保證其下擺轉圈次數會較多。 

 

三、研究上下擺轉動方向(順逆時針)與下擺轉圈次數的關係中，圖 5-19 中的數列 1 是初始釋

放時上擺是逆時針旋轉、下擺是逆時針旋轉(後簡稱逆-逆)，數列 2 是初始釋放時上擺是

逆時針旋轉、下擺是順時針旋轉(後簡稱逆-順)。 



圖 5-20 中的數列 1 是初始釋放時上擺是順時針旋轉、下擺是逆時針旋轉(後簡稱順-逆)，

數列 2 是初始釋放時上擺是順時針旋轉、下擺是順時針旋轉(後簡稱順-順)。 

由圖 5-19 與 5-20 中可以看出，當『上下擺初始擺動方向相同』時，下擺平均轉圈次數

會比『上下擺初始擺動方向相反』多。我們推論可能的原因為上下擺動相反時會因二者

運動方向相反而造成上擺速度變慢，所以，最後它們的轉圈次數會比較少。 

 

柒、結論 

一、以我們的實驗結果也是跟科學家提出的觀念，雙擺的擺動是混沌現象。 

二、因為我們每組實驗只做 10 次，次數不夠，雙擺的擺或許規律，只是需要更多次的實驗

才能看出其中的奧妙，如果有時間，我們會進一步探討。 

三、原本我們預估位能愈高，10 次的下擺轉圈次數的平均值應該會愈大，但卻沒有這種關

係。而我們的推論是因為有部份位能消耗在上擺的軸承上，而無法讓下擺再轉圈。所

以，我們也需要做更深入的記錄，把上擺擺動的次數、下擺順時針及逆時針各轉幾圈，

還有下擺無法轉圈的擺動次數等等記錄詳細，如次才有機會證明我們的推論。 
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